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| QUESTIONS & FORMULES 
: ESSENTIELLES 


DE 


1% ECC | | PATIO LIRRAM 


| pe 8; il reste à prouver 
. DSC < ASC. Porter SD — SA ; $ 
mener le plan ABC quelconque d 
par À et D. Les triangles égaux 
ASB et BSD Jopnent BD = AB; ie 


s'ensuit DC < AC, et alors des SA 
noces DSC et ASC on à 


Limites 382 la somme des faces : a,b,c, —e 
un pnglé polyèdre convexe. 


M NES 
RTE TT ENST D US T8 Te 


v 


L) 


« 47 i TAPER 6 à 
PAPA PESTE TRE ET Pr A 


2: QUESTIONS ET FORMULES ES 


[IT] Troisième nés AlitE. 0 a+ 
+ e < 4 droits. 


Démonstration : Couper ra Fe 


S 


| 


a+b+...c<A nm. 


2. Trièdres supplémentaires, 
nition. 


Soit le tribdre 


aux ins moe À 
| du même côté < u 


Fig é | DR 
Inversement 3 

supplémentaire de SA'B'C. En effet, SB' 
étant construites perpendiculaires aux plan 


26: 54 sont perpendiculaires à SA, et le plan 
t} BC'r est aussi. De plus SA’ et SA étant du même 
é du plan SBC, leur angle est aigu ; l'angle 


el 


\'étant pes SA et SA’ sont du même côté a 


À | HR principales des trièdres 
) Dares. 


a! + A —2 à droits 


étant une face de l’un et A le dièdre de l’autre 
| d lont l’arête est perpendiculaire à la face a’. 


n 


_ Démonstration : D’après la construction du triè- 


Fig'4 


supplémentaire d’un trièdre donné on mène à 
a face P d’un dièdre PEFQ du trièdre donné, une 
ni-perpendiculaire SA’ du même côté que la 
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face Q, et l’on mène à la face Q une re er 
-diculaire SB' du même côté que la face P ; Jan 


A'SB et le rectiligne ASB sont dans un mêr . 


(5) A+2ær>B+C 
(6) 2 dr SAT BE <6dr.. 
A étant le plus petit dièdre. 


Démonstration : (1) et (2) applis aux 
2dr— A,2dr — B,2dr — Cdu trièdre su] 
mentaire conduisent à (5) et (6). 


4. Cas d’égalité des trièdres. 


24 Br Biron avec or 

er 
1e cas de même sens. 
b—=b,c—= c, À — À avec or ntat 


2° cas de même sens 
Re #0 = 0 se c' avec c orient 
de a sens. 
! ! 
4e cas A=A,B= B,C— 


| {ion a même sens. 


les dièdres. à 

Les deux premiers cas se démon pai 
position : le 4e se déduit du {1° par la co 
tion des trièdres supplémentaires. 


DE MATHÉMATIQUES 5] 


Démonstration du 3° cas, — Porter : 
DA OD—S0—=SA'-S'B'—S'C': 


abaisser SO et S'O’ perpendiculaires sur ABC 
et ABC’. Les triangles ABC et A'B'C' sont égaux 
comme ayant leurs trois côtés égaux chacun à cha- 
eun : les rayons AO et A'O'de leurs cercles circons- 


crits sont égaux. Les triangles rectangles SOA et 


S s” 


Fig.5 


S'O'A' sont par suite égaux et donnent SO — S'O’, 


| Si donc on porte le triangle A'BC' sur son égal 


. ABC, les perpendiculaires SO et S'O coïncideront, 


et S tombera en $. 


. Volume du parallélépipède r. 
gle. | “ee 


(7) V=BXA 


res et si les côtés “e la base rene SE 
2 m. 40, on divise l'aire B de la base er 
carrés Dont un centimètre de côté par des, 

lèles aux côtés de la base ; sur chacun de ct s 
on peut supposer placé un parallélépipède 
gle qui a pour hauteur = 400 c. et q 
pose en 400 cubes ayant un centim 
donc le volume V est : 


V = 375 x 240 X 400 cm°=3,75 x 
V=BNKA. 


(8) … VE BXAS 
Démonstration 5 ni le mi ipède 


| te auxiliaire ADOMEHPN, car les pris- 
roûts DOCHPG et 


es comme ayant bases 
égales DQC — AMB et 
mé e RS 


. de nn des 
angles sb et js 


le double du prisme donné, car les deux pris- 
s ABCAB/ C’ et ACDA'C'D" sont superposables ; 


ô QUESTIONS ET FORMULES ESSENTIELLES 


Vas . ABGD X AA' = ABC X A4 = BX 4 


U à le prisme est polygonal, on le décompose es 
en prismes triangulaires dont on faït la somme. 
des volumes. | 


8. Première expression du volume du : 
prisme oblique. 


(10) V—S X a (S section droite 
a arète latérale) 

Démonstration : Il s'agit de prouver qu'un 
prisme oblique ABCD . 

»'  A'BCD' est équivalent + 
au prisme droit MNPQ 
M'N'P'Q' qui a pour base 

S la section droite MNPQ 

o et pour hauteur MM'une 
longueur a égale à l'arète 
latérale AA° du prisme 

o oblique. Cela résulte de … 
ce que les deux prismes 
ont une partie commune 
ABCDMN PQ et que les 
deux troncs de prismes : 
droits MNPOABCD et : 
MN'P'Q'A'BCD' ayant 
Fig. 8 leurs arètes latérales éga- 

ie les chacune à chacune se 
superposent dès qu’on fait coïncider les polyeens sn 
égaux MNPO et M'N' PQ". ee. 


EEE 


Y > DE MATHÉMATIQUES 9 
9. Volume du parallélépipède oblique. 
D (11) V=BX4. 


Démonstration : Mener la section droite MNPQ 


Fiq 9 


perpendiculaire à AD ; sa hauteur MI est celle du 
De - D "enpède ABCDEFGH. On a (n° 9) : 


V = surf. MNPQ >< AD 
= us PQ X AD = MI X surf, ABCD = 2 X B. 


10: Deuxième expression du volume du 
prisme oblique. 


(42) V=BxA. 


Démonstration : Soit le prisme triangulaire ABC 
A B’C', former le parallélépipède ABCDA'B'C'D', 
mener leurs sections droites MNP et MNP0Q. 
Comme MNP est la moitié de MNPQ et que les 
deux solides considérés ont même arète latérale, 
on conclut : 


10 QUESTIONS ET FORMULES ESSENTIELLES Fa 
de volume ABCDA'B'CD' 


: 
M 


Fiq 10 


Quand le prisme est polygonal, on le décom= 
pose en prismes triangulaires dont on fait La à 
somme des volumes. : 


11. Application. 
Projection MNPQ d’une aire pe ABCD. 
(13) Ss = SX cos a. 
s étant l'aire de MNPQ, S l'aire de ABCD, a l’an- 
gle aigu des plans MNPOQ, et ABCD. 


Démonstration : Sur ABCD construisons un = 
prisme ABCDA"B'C D' de hauteur D'H quelconque, 


l'angle DD'H est égal à «. 


Re 

er 
er 
en 
Ur 
(a) 


== COS %, 


F: D + lome de la 
pyramide. 


(CRETE 


D ton: Décomposons la hauteur À en 
parties égales; par les points de division me- 
que ons des sections parallèles à la base ABCD, et sur 
Iles construisons des prismes A,B;C1D,A2BC,D'.. 
dont nous appelons les bases b1, 02, ba NV est la 
ir mite de la somme de ces prismes pour n infini 


me > (ln + de + hs, 
k n 


bp nes AB 
birtein 
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d’où : Æ 


"4 


Remplaçant 4,, ee by par Jeu 
on à : ter ss 


d- 
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Or, on sait en algèbre que : 


1) 2 1 
Bin p (p + Lt DEL) 


d’où remplaçant : 


pparn—l 
re, 2n—1 
bat. +(n— ip PERRET N 
SES 
à Br (n—1)(@n—1) 
ER 
ñn 
I 1 At =) 
D  t-: 
ou : 
y 
DS 


Quand le prisme est polygonal on le décompose 
en prismes triangulaires dont on fait la somme 
des volumes. 


13. Volume du tronc de pyramide. 
: L Es 
(15) V=— 4 (B + 4 + VB). 
Démonstration : On a : 
V — vol. SABCD — vol. SA'B'C'D' 
1 AO Le 
=: n BXSH— 3 b X SH. 


Or, on sait que : 


— 
— 


—— 


LR: 


Onen tire 
VB — vo 


Il vient : 


ro 


LUS NE 16 anti -ve 0 CH L'ONU 

fs es ul Le x Ne Te Es. à 

È LU ‘ » ES AA CL. 
hi 


F DE MATHÉMATIQUES TT 


Lu, (ES VENT + (8) 
=- à (B+ VBÈ+ 0). 


14. Première expression du volume du 
onc de prisme triangulaire. 


 B(A+N+A 
plan eat 


B F0 l’une des bases ABC; À, k!', h! étant les. 


2 
he va 


pendiculaires abaissées sur elles, des sommets 
 F, de l’autre base. | 


l Démonstration : Le plan DBC détache le tétrab- 


Re. F 


16 QUESTIONS ET FORMULES ESSENTIELLES 


dre DABC qui a pour base B et pour hautes) 
Le plan DEC partage la pyramide restant 
DBEAFC en deux tétraèdres EDBC, FCDE. 
Le tétraèdre EDBC est équivalent à EAB 
comme ayant même base EBC et des hauteu 
égales issues de À et D; ce tétraèdre EABC est 
base Bet de hauteur #! ‘HSE 
Le tétraèdre FCDE est équivalent à FCAB, car 
leurs bases FCD et FCA sont équivalentes et leurs 
hauteurs issues de E et B sont égales, ce tétraèdh 
FCAB est de base B et de hauteur ". + 


15. Deuxième expression du volume äu 
tronc de prisme triangulaire. 


D 


F1g.15 


tu (ES) 


ET, Sue TR 


DE MATHÉMATIQUES LE à 


__ Sétant la section droite; a, a', a!', étant les arêtes 
£ latérales AD, BE, CF. 


Démonstration : On a : 
V= vol. MNPDEF — vol. MNPABC 
ou (n°13) : 
Vi . MNP (DM + EN + FP) 


MNP (AM + BN + CP) 


——— 


MNP (AD + BE + CF). 


_ 16. Equivalence de deux polyèdres sy- 
métriques. 


Démonstration : On établit que pour démontrer 
les propriétés de deux figures symétriques, on 
peut choisir le mode de symétrie qu’on veut. Si 
donc les deux polyèdres sont deux pyramides, on 
les placera de façon qu’elles aient même base et leurs 
sommets symétriques par rapport à la base com- 

. mune; elles seront par conséquent équivalentes 
. comme ayant la même base et des hauteurs 
égales. 

Si les deux polyèdres sont quelconques, on les 
décompose en pyramides deux à deux symétriques 

_et par suite équivalentes. 


2 
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spé LE RbIabiee 

V£ 

v 

À étant le rapport de similitude. 


(LS) 


1 

À V! 9 A'B'C'D’ 

LASER. 
3 


Le me A'P' Le s. S'A' 
SAT AR 


7e 
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LIVRE VII 


CONE, CYLINDRE, TRONC DE CONE 


18. Aire de la surface latérale d’un 
cylindre droit. 


(49) S=2 rR 


R étant le rayon et À la hau- 
teur. | 


Démonstration : Inscrire un 
prisme régulier. $ est la limite 

‘ de l’aire de sa surface laté- 
rale. 


S = lim. de À 
X (AB + BC+H... + FA) 
= XC20EH 


19. Aire de la surface totale du cylindre 
droit. 


2 = 2 rRh + 2rR2—27R(4 +R). 


20. Volume du cylindre à base circu- 
laire. 


(20) V = FRA. 


ss 
Gr 
LOR ÿ 
2” 


R étant le rayon de base 
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. Démonstration : V est la limite du volume 


d'un prisme inscrit ayant pour base un polygone 
régulier : 


V = lim. de À X surf. AB— F 
—h XTrR?, 


21. Aire de la surface latérale d’un cône 
droit. 


S 


(1) S= rRx a 


et a la génératrice. 


Démonstration : Ins- 
crire une pyramide ré- 
gulière, S est la limite 
de l’aire de sa surface 
latérale. 


lu. de . SI SK (AB BC + .…. + FA) 
_ ax 2 xR — rRa. 


22, Aire de la surface totale du cône 
droit. 


2 = Ra +R: =7TR(a +R). 


22 QUESTIONS ET FORMULES ESSENTIELLES 
23. Volume du cône à base circulaire. 


{ 
(22) = RE 
h étant la hauteur. 


Démonstration : V est la limite du volume d’une 
pyramide inscrite ayant pour base un polygone 
régulier. 

{ 
V = lim. de Es h X< surf. AB..F 
? R? 
9 TH . 


24. Aire de la surface latérale du tronc 
de cône droit. 


(23) S—r(R+ Ra 


R et R'étant les rayons des bases, a la génératrice. 
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Démonstration : S est la limite de l’aire de la 
”. surface latérale d'un tronc de pyramide régulière 
. inscrit : 
" 4 
S— lim. de a Il' [(AB + A'B') 
+ (BC + B'C') + … (DA + D'A] 
1 < 
— lim. de sa Il [(AB + … DA) 
+. (A'B'+... + D'A)] 
| 
rar y ax (2rR+27R)—=7%r(R+R')a 


25. Aire de la surface totale du tronc de 
cône droit. 


D =r(R+R')a+ 7 (li +R). 


26. Volume du tronc de cône à bases 
circulaires. 


ais V — L rh (R + R° + RR) 


. h étant la hauteur. 


Démonstration : V est la limite du volume d’un 
tronc de pyramide inscrit dont les bases sont des 
polygones réguliers : 


TR TE TN EE + 


| 
V = lim. ne h (surf. ABCD 
+ surf. A'B'C'D' + Vsurt. ABCD Xsurt. A'BCD ) 


24 QUESTIONS ET FORMULES ESSENTIELLES 


{ RER 
—= qe h (rR° + rh"? + VrR x rR®) 


1 
= — nh (R° + R° + RR). 


S II 


Surfaces tournantes. 


27. Aire de la surface engendrée par une 
ligne polygonale régulière ABCD tour- 
nant autour d’un axe XY passant par son 
centre, situé dans son plan et ne la traver- 
sant pas. 


(25) S = 2 rOI X ad 
2 OI étant la circonférence inscrite et ad la pro- 
jection de la ligne. 


Démonstration : 
Surf. (AB) = 7 (Aa + Bb) AB = 2 xl X AB. 


A CP TT 


_par la ligne régulière ACDB : 
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Mener AM parallèle à XY ; les triangles sembla- 


| , bles ABM et Ol: donnent : 


AB ei AM 
OI Ir 
d'où . 
Ii X AB = OI XX ab, 


Her: 


surf. (AB) = 2 rOi X ab. 

De même : 
surf. (BC) = 2 rOi xX bc 
SO (QD) 27708SC ci. 
additionnant, on a : S — 2 rO1 X ad. 


28. Aire de la zone. 
É0) S—=27rR4 
h étant la hauteur, R le 
rayon de la surface. 


Démonstration : S est la 
limite de l'aire engendrée 


S — lim. 2 x OI X ab Fig 21 
— 2 x RH. 


2). Aire de la sphère. 
(27) S = 4 rR?. 
Démonstration : La surface de la sphère est 
celle d’une zone de hauteur 2R : 
= 27RX2R—=47k. 


26 


8 III 


Volumes tournants. e. 


30. Volume engendré par un € 
ABC tournant autour d’un axe XA ‘4 


1. es 
(28) V— - AH X surf. (BC) 


“ 


AH Ft hauteur. 


ouenfin: FF 


rs es 


CRE 
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_ 20 Le côté BCest oblique sur l'axe et n’y aaucun 
, sommet : 


V = vol. (ACD) — vol. (ABD) 
AH {surf. (CD) —surf. (DB)] 


1 
3 


1 
RATS AH << surf. (BC). 


Fig 2e Fig.24 


3° Le côté BC est parallèle à l'axe. 
_ Projeter B et C en B'et C'ona: 
V = vol. (BCC'B') — vol. (ABB”) — vol. (ACC) 
= A x BC — — FA X BH 
OURS SUR 
—  rAH X CH — = rAH XX BC 


1 1 
De AH XX 2rAH X BC — ee AH XX surf. (BC). 


31. Volume engendré par un secteur 
poly gonal régulier OABCD tournant au- 


tour d’un axe XOY situé dans s 
et ne le traversant pas. 


(29) 


Fig 25 


Démonstration : Appliquer le n° 97 . 
gles OAB, OBC, OCD et faire ladusess 0 trou 


V — . OI X surf. (ABCD) s 


| 2 — È 
= OIX2 OI X ad = > OT x ad 


32. Volume du secteur sphérique. 


2 
(30) V= rh 
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Démonstration : 
Eu V—lim. ee (secteur SfVeual OACDB) 
$ 2 
lim. — rOL X A'B'= — rh, 


. Volume de la sphère. 


4 

(31) V == va rR:. 

Démonstration : La sphère est un secteur sphé- 
rique engendré par un secteur circulaire égal à un 
demi-cercle. 

Appliquant le n° 29, on a : 


V : RX 2R — : R° 
— 3 Tr Mid — 2 T . 


Fig 26 


34. Volume de l’anneau. 


TL Fee 
(32) V=— "AB.A'B 
) 


A'B' étant la projection sur l'axe de 
segment générateur AMB. 


Démonstration : 


2. 
= 3 CRE CUURS sur. ( 


Or, n° 24 : De 
| surf. (AB) = 2rOI X AB 3 


il vient : 


PE 


— — IR! 2 9 AE 
s AB (R— nn ne 


jp 
me rAB? X < AB. ; 


Démonstration : 


4 DE MATHÉMATIQUES 3 
_ V — vol. (trapèze AA'B'B) + vol: (segment AMB) 
D = "1 (AN +BE°+ AA X BB) 
3 + e rh S< AB?. 
Mener AH parallèle à A'B', remplacer AB° par 


AH° + BH’, c'est-à-dire 4? + (BB' — AA'} ; il 
vient après simplification : 


FT 


il { LOUIS A er 
Meme «A (AA° + BB”). 


36. Volume du segment sphérique à une 
base. 


Ye 
ë 


| 
GE V= — (GR). 


Démonstration : Envisager le segment A X D 


“HER 


çomme ayant dde bases dont l'une es 
a (n° 32). 


= GTS ThXRG@R =) Sn 


Quelques questions moins importantes 
mais qu’il est bon de savoir. 


31. Théorème. — Une droite AB et un 
point extérieur C déterminent un plan et 
un seul ({). 


Un plan tournant autour de AB occupera à un 
moment donné une position P où il contiendra le 
point C. 


Fig 30 


(1) Les examinateurs ne demandent jamais à l'écrit les 
théorèmes du commencement du livre V et s’en lien- 
nent à l'oral à ceux des n°s 37, 33, 39, 40, 41, 42 sur les- 
quels ils interrogent d’ailleurs rarement. Cela provient 
de ce que l’ordre des théorèmes du début varie avec 
chaque professeur. 


9 
d 
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Il n'y a pas un second plan Q renfermant aussi 
les droites AB et AC ; car tout point M de P appar- 
tient à Q puisqu’une droite quelconque MDE de P 
se trouve aussi dans Q comme y ayant les deux 
points D et E. Il résulte de ce théorème que deux. 
plans distincts n'ont aucun point commun hors de 
leur droite d’intersection. D 


38. Théorème.— Une 
droite AB parallèle 4 
à une droite CD d’un Q 
plan P est parallèle à 
ce plan. 


AB et CD forment un c D /P 
plan Q ; si AB rencon- 
trait P, c'est que AB 
rencontrerait sa paral- Fig. 31 
lèle CD. | 


40. Théorème. — 1° Deux angles BAC et 4 
B'A'C' dont les côtés sont parallèles et de (| 
même sens sont égaux; 2’ leurs plans P et ER 
P' sont parallèles 4 

1° Porter AB = AB et AU AC RS fear 
AA'B'B et AA'C'C sont des parallélogrammes ; 
donc BCC'B'est un parallélogramme comme ee " 
BB'et CC' égaux et parallèles à AA, 4 

Les deux triangles BAC et B'A'C' sont aux | 4 


d’après le 3° cas d'égalité, et À = At. 


: ardhge 2H RTS Cd 


DE MATHÉMATIQUES 5 +3) 


20 Si P' coupait P suivant une droite MN, cette 
| droite MN rencontrerait l’une au moins des droites 


Fig 32 


A'B' ou A’C'et cette dernière ne serait pas paral- 
lèle à P ce qui est contraire au théorème précédent. 


40. Théorème. — Une droite AB perpen- 
diculaire à deux droites AC et AD d’un 
plan P est perpendiculaire à ce plan. 


Il suffit de prouver que AB est perpendiculaire à 
une droite quelconque AE de P. Porter AB' — AB 
et tracer une droite CED dans P. Les triangles 
BCB' et BDB' sont isocèles, car les médianes CA et 
AD sont hauteurs. Les triangles BCD et B'CD sont 
égaux; donc EB — EB' et AE est perpendicu- 

_ laire à BB. 

De ce théorème se déduit le théorème des trois 

perpendiculares qui est le suivant : 


effet CF est perpendiculaire à AB et AC; don : 
est perpendiculaire au plan BAC et par suite 


DE MATHÉMATIQUES Th 


On démontre par superposition que si deux dièdres 
sont égaux, leurs rectilignes sont égaux. 

Ceci posé, s’il existe un petit dièdre contenu {rois fois 
dans PABQ et quatre fois dans P'A'B'Q' : un même petit 
angle sera aussi contenu trois et quatre fois dans les rec- 
Le nn 2 ni FN 
tilignes COD et C'O D’. 


42. La symétrie par rapport à un plan se ramène à la 
symélrie par rapport à un point. 


A(F) 


Aa FX] A“ FE”) 
Fig.35 


1° Deux figures F' et F"! symétriques à une figure F 
par rapport à deux points O et O’' sont superposables. 
Soient À, À’, A’’trois points correspondants quelconques 
de F, Fr et F”. Une translation représentée par le vecteur 
A'A/' parallèle à la direction fixe O0’ et double de O0’, 
amènera la coïncidence de F’ et F7. 

2 Deux figures F' et F'' symétriques à une fiqure [ 
l’une par rapport à un plan P, l'autre par rapport à un 
point O de ce plan sont superposables. Soient A, A’, A”, 


38. QUESTIONS ET FORMULES ESSE 


fixe XY perpendiculaire à P en O est a 
A'A" en son milieu, Une rotation de 180° autour de 
produira la superposition de F'et F7, Ke 


3° Deux figures et FT ymétriques | à une 


par rapport à un plan Pet à un PES (2 Lt 
sont SHRRCHOSARES : 


A et 4’, Bet B',.., correspondants sont en lign: 
avec un point fie S'et sont tels que : 
—— ! —— 1 
SA B SC 


ms 
— — 


Sa 55e 


À élant un nombre constant. 


LE + ce ER nn DE OS 
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L'homothétie est directe ou inverse suivant que À est 


positif ou négatif. De la définition, il résulte que A'B' et 


AB, B'C' et BC... sont parallèles, que de plus : 
A'B' B'C 


Carre TC — ,,, = väleur absolue de À. 


Donc deux polyèdres homothétiques ont leurs faces 
homologues semblables et leurs dièdres 2 à 2 égaux ; leurs 


* angles trièdres seront par conséquent 2 à 2 égaux ou 


. aux milieux des arêtes sont 


symétriques suivant que l'homothétie sera directe ou 
inverse. 


44. Polyèdres semblables. — Un polyèdre P' est 
dit semblable à un polyèdre P lorsqu'il est superposable 
à un polyèdre P1 homothétique direct de P. 

Il résulte du n° 43 que P et P’ ont leurs faces homolo- 
gues semblables, leurs dièdres homologues égaux, leurs 
angles trièdres homologues égaux. 


45, Symétries du cube et de l'octaèdre régulier. 
— Les trois droites joignant le centre du cube aux cen- 
tres des faces, etles six droi- 
tes joignant le centre du cube 


neuf axes de symétrie. 
L'octaèdre régulier 


S'ABCDS 


est formé par la réunion de 
deux pyramides régulières 
adossées par leurs bases qui 
sont des carrés. Les douze 
arèles sont égales. 

L'octaèdre régulier à neuf 
axes de symétrie qui sont 
SS’, AC, BD et Les six droites joignant les milieux de deux 
arêtes parallèles, 


Fig 38 


s" 
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Dans les deux solides deux axes de symétr 
nent un plan de It 


On rie deux points À et B sur la à sphère : d 
comme pôles avec une même 
ouverture du compas d’épais- 
seur, on décrit deux arcs de 
cercle qui se coupent en M. On 
construit de même sur la sphère 
deux autres points M' et M Ai 
équidistants de A et B. Les 
points O, M, M', M’ sont dans 
un même plan perpendiculaire 
à AB en son milieu. Si donc, on 
mesure les cordes MM', MM”, 
M'M'' et qu'e ‘avec leurs longueurs 


4 


E 


du cercle circonserit à ce triangle est él au ‘ra 
la sphère. 


GÉOMÉTRIE 


Démonstration 
aux 


Inégalités dans un trièdre : % 
a<b+c (n° 1.1) 
O0<Latb+c<Aadr URSS 
A+2d> B+C (n9 3) 
2dd<A+B+C<6d (n° 3) 
Inégalités dans un angle polyèdre convexe : 
P<a+bEct.…. +e<4kdr (n° 1.1 
Volume du parallélipipède et du prisme: 
V—BYXA (nt 00217,.9,10) 
Autre expression du volume du prisme oblique : 
ER (n° 8) 
Projection d'une aire plane : 


198 COS & (n° 11) 


42 Ne ET AN E 
Volume de la 

V—=—B SK 1e 
Volume du tronc de rl 


V= —A(B+8+ V7) : 


BAL A EAU 


Came 
Rapport des volumes de deux e polir 
bles : 


No 


NES 


Vi: 


ED air ) 


V 


n Le Aire de la surface totale du cylindre 
4 E=21RG EE 0 
Volume du cylindre à base circulaire: à 


V= rh}: 
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Aire de la ni totale du cône droit: 
rh (GR) (n° 22) 


Volume du cône à base circulaire 


V=— 7R°/ (n° 23) 


rs: 
Aire de la surface latérale du cône droit : 

S=7 (R + Ra (n° 24) 
Aire de la surface totale du cône droit : 


= r(R+R') «+7 (RÆRE) (n° 25) 


Volume du tronc de cône à bases circulaires : 


À 


V=- 7h (R'+R?+RR) (n° 26) 


Aire de la surface engendrée par une ligne po- 
lygonale tournant autour d'un axe passant par 
son centre, silué dans son plan et ne la traversant 


pas : 


S — cercle inscrit X projection de la ligne (n° 27) 


Aire de la zone : 


— 2 rRA (n° 28) 
Aire de la sphère: 
S — 47rR: (n° 29) 


Volume engendré par un triangle ABC autour 
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d'un axe passant par À, siluëé dans son plan etne 
le lraversant pas : | 


V T AH X surf. (BC): (nm 20 


Volume engendré par un secteur polygonal ré- 
gutier OABCD tournant autour d'un axe passant 
par O situé dans son plan et ne le traversant pas: 


Ve 0É + ad 4m : 
Volume du secteur sphérique : | 
V — . rR°/ (n° 32) 
Volume de la sphère : : a 
pu Re 

Volume de l'anneau sphérique : 

V — _- rAB* X AB (n° 34) : 
Volume du segment sphérique à deux bases : | 
\—= — hs . . (AA + BB") (n° 35). - = 
Volume du segment sphérique à une base : 


1 
V — FT rh? (3 R — h) (n° 36) 


—_—_——— 


TRIGONOMÉTRIE 


S I 


Préliminaires. 


!. Relation entre les fonctions circulai- 
res d’un même arc. On a: 


OP? + PM° — OM: ou (1) cosx + sin?r—1 


AT PM É sin 
SONORE Re qe Re 
DAS. QM à e COS L 
eue OÙ NUE sin & 


En plaçant le point M 
dans tous les quadrants, on 


i 
voit que ces formules sont 
vraies en signe. CA 
2. Valeur des lignes 4 A 
MÉATCS 7: ns 7 
1 


6 n) B° 


La figure montre que le ne 
sinus PM d’un arc AM est 5 
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la moitié de la corde MM' de l'arc double. Ainsi 


| 
sin 300 — . cos de 609 — —. 


tg 300. 


M 

Fig.2 
sin 
(5) Scos 
tg 


2 


Les formules (1) et {2) donnent ensuite cos 300 et. 


3 T 1 
SD TE 
r V3 
(4) ce 
dr : 
8. BAM AE 
r V2 ete V3. 
— = — ST 
n 9 3 2 
ER Æ 4 
T V2 6 A Me 
+= 
é L14 2 
RSA tg — =: V3 
4 3 


3 Formule de Chasles entre des points 
en ligne droite A, B, C.,... K, L, dans un 
ordre quelconque. 


AB + BC +. AE 


(7) 


KR: CLS 


Fig 3 


Démonstration : Un mobile partant de À pas 
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sant successivement en B, C, ...L et revenant de 
“Len À,aun déplacement nul tee les points de 
_ départ et d'arrivée; donc entre les nombres algé- 
briques qui mesurent les vecteurs AB, BC, LA on 
_a la relation : 


ADR BCL2 KT LE LA — 0 
OU : 


PTE Te EE 


4. Théorème des projections. — La somme 
algébrique des projections ab, bc, kl des vecteurs 
d’un contour ABC...KL sur un axe orienté égale 
à la projection de la résultante AL. 


Fig.4-5 


Démonstration : Soit l'axe X!X orienté, c’est-à- 
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dire pourvu d’un sens positif X'X et d’un sens né- 
gatif ; la relation à démontrer : 


al — ab HDCP 


n’est autre que la formule de Chasles entre les points 
PAT A 


“ 


5. Valeur de la projection orthogonale 
ab d’un vecteur AB. 


(8) ab — AB X projection am du vecteur unité. 


Démonstration : Les projections d’un vecteur su 
deux axes parallèles étant égales, on peut considé 
rer l’axe de projection comme passant par l'origin 
A du vecteur. Soit Y'Y l’axe orienté parallèle au 
vecteur et fixant son signe. Marquons la projectio: 


am du vecteur unité AM —+ 1. Ona: 
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Quel que soit le signe de AB, 


ab am am 


Aer Mn El 
d’où : 
ab — AB X am 


6. Autre énoncé. 
(9) - ab —.AB X cos (XX, Y'Y) 


Démonstration : En effet, am est, par définition 
du cosinus, le cosinus des directions positives du 
vecteur et de l’axe de projection. 


SII 


Addition et multiplication des arcs. 


1. Formule d’addition pour le cosinus. 
(10) cos (a + 4) = cos a cos b — sin a sin 4. 


Démonstration : Soient M l'extrémité de l’arc a 
porté à partir de A, N l'extrémité de l’arc b, porté 
à partir de M, l’arc°a + b a pour origine A et pour 
extrémité N. Menons O7! tel que l’arc trigonomé- 

4 
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Éque NC soit égal à + =. . OM et ÜC sont les 


vecteurs unités relatifs à OP — cos het PN = sin b. y 


Fig.7 


En projetant sur AA'on a : 
(x) proj. ON — proj. OP + proj. PN. 


Or proj. ON est cos (a + b) par définition et d'après 
les no ÿet 6 on a: $ 


pro]. OP — cos à X proj. OM = cos à cos a 


proj. PN\= sin b x pro]. OC =sin 6 cos _ de a) 
Sin 0 SR Ge . 


La formule («) devient done : 
cos (a+ b) = cos a cos b — sin a sin he 


DE MATHÉMATIQUES Un 


8. Autres formules d’addition. 


(11) cos 4 — b) = cos a cos b + sin a sin b 


(12) sin(a+ b)—sin a cos b + sin 6 cosa 


(13) sin (a— b)— sin a cos b — sin b cosa 


tea +teb 
14 to (a À ST LE 
(14) 8 (a + 6) PRET 
_ tg a —tgb 
L: to (a — D) = © — 
ds) 8 (a | 1 + tga tg b 


Démonstration : Pour avoir la formule (11) chan- 
ger ben —bdans(10) Pouravoir(12)remplacerapar 


— a dans (11), on a: 


( . b = b 
cos ab) =cos (+ — a) cos 
- Te . 
+ sin — a) sin à 
OU : 
sin (4 + b) = sin a cos b + cos a sin b. 
Pour avoir (13) changer 4 en — b dans (12). 
Pour obtenir (14) diviser (12) par (10): 
t Fe sin & Cos b + sin b cos a 
8 (a De cos a cos b — sin « sin b 


puis diviser par cos a cos b les deux termes du 
second membre. 


On déduit (45) de (14) en changeant b en — b. 
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9. Formules de multiplication. 


(16) sin 24 — 2 sin & cos 4. 
(17) cos 2a — cos’a — sin?a. 
21 «a 


gp 2 = —., 
(18) to 2a TR 


Démonstration : Il suffit de supposer = a dans 
(12), (10) et (14). 


10. Expressions rationnelles de sin a et 


a 
cos a en fonction de tg Res 


a 
2e 
(19) sin 4 — 
1 + to? ee 
1 — ty? — 
(20) COS a — 
a 
Â te 
Fee 


Démonstration : Les formules (16) et (17) don- 
nent : 


D ETES q 
S — S —— —— 
In «a a SIn 9 cos D. 


, ete 
COS 4 = COS —— SIP. 
\ 2 : 


15 TA 
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Ce qu'on peut écrire, en tenant compte de (1): 


* ; a a 
2 sin — cos 
3 2 


Sin 4€ — 
ein 
COS SIN 
2 2 


Ar: : a 
COS? — — sin? — 

2 2 

COS a — 
2 nee a 

COS? — sin? — 

2 a 


 Divisant les deux termes des seconds membres par 


— , on obtient (19) et (20). 


Divisant membre à membre (19) et (20), on a 
les expressions de tg a et cot a. 


cos 


On peut expliquer à priori pourquoi l’on ne 
trouve qu’une seule valeur pour les lignes trigono- 
métriques de l’arc a. 


a : 
Les arcs TZ qu ont une tangente donnée sont 


compris dans la formule : 
a 


9 — Kr + u, 
« étant l’un quelconque d’entre eux. On en déduit: 
a—2 kr L2a 


qui prouve que tous les arcs a correspondants ont 
la même extrémité, et par suite les mêmes lignes. 


SI 
Division des arcs. 


se ee f 


#4 


d'OS 
11. Calcul de Sin et cos — en fo: 


2: 


tion de cos a — b. 


Des relations : 


| a : a 
Pom D nr 
COS 9 Sin 2 
a 


| 
e 
© 
_@ 
S 


a é AE TAR 
COS? DE sin? n ne 


2 cos? que LH cos a :: 
| Ra £ 
= 2 sn? — =) — cos 40 


2 
d’où quatre solutions : 
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a 1 + cos a 
on 3 + f/ 
a JL 
sn — 3 


a 1 + cos a 
COS Tr OP TAT CENTRE 


9 
nt? * À — cos a 
in —+ (/ # 


On peut s'expliquer & priori ces quatre solutions, 
A cos a — b, correspondent les arcs : 


dl 2 hr te, 


æ étant l’un quelconque des arcs dont le cosinus 
vaut b. On en tire : 


œ 
a = kr tt —., 
LT 2 


SNL 
La série d’arcs a = kr + nn donne : 


(2 
cos 4 — COS — 
x S:Apair, 


œ 
CON COS ET 


si 4 impair. 
(4 


Sin 4 —— Sin — 
; 


A 
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L4 7e, , 2 
La série d’ares a — kr — LE donne : 
(e4 
os di oure 
6e si Æ pair, 
SIN ta = a 
2 
[#4 
COS 4 = — COS 
er si Æ impair, 
Sin 4 "SIN 
CA 


\ 
Le problème n’a plus qu'une solution et on peut 
faire le choix de la solution lorsque l'arc « est pré- 


EU ou 3000 


2 


cisé. Soit donné cos 7800 — —- ; l'arc 


_ 


est terminé au premier quadrant, donc il faut 
prendre : 


{ 
Fe 5 Late 3: 
dr S VS 


1 
sin 3900 = — \ "9 1 
F5. à 


«@ À 
12. Calcuidetg - en fonction de tg a. 


La formule (18) donne : 
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2 1g — 
L "2 

Ce = 

1 — tg? — 

2 

d’où : 
eu ë É 
(8) tg a tg TR +rétgs —iga—o. 


On voit que le problème a toujours deux solu- 
tions dont le produit est, quel que soit a, la cons- 
tante : 

(g a 


ou — f. 
(lg a 


On peut expliquer ces résultats a priori. 

Tous les arcs a qui ont une tangente donnée 
sont compris dans la formule : 
a = kr + Us 
d'où : 


Si Æ pair, on à : 
(#2 (4 
RM ITRR 


Si impair, on à : 
a F üu ü 1 
Bio (+) cot(- be 


Le problème a une seule solution et on peut faire 
le choix de la solution quand l'arc a est précisé. 


RS RESTE PRÉ ESREE 
DE CNE TRE 
x Gi) RE URLUnt 
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a ne 
Lorsque l'arc TZ sera terminé au 1° ou au 


; die (72 
3° quadrant, on prendra la racine positive en tg cr 


de l'équation (É), sinon on prendra la racine néga- 
tive. 


S IV 


Expressions rendues logarithmiques. 


13. Transformation de la somme ou dif- 
férence de deux sinus ou cosinus. 


Additionnant et retranchant (10) et (11), (12) et 
(13) on a les formules : 


2 cos a cos b — cos (a + b) + cos (a — b) 
\_— 2 sin a sin à — cos (a + b) — cos (a — b) 

2 sin a cos à — sin (a + b) + sin (a — b) 
| 2 sin b cos a = sin (a + b) — sin (a — b) 


qui permettent la transformation d’un double pro- 
duit de sinus ou cosinus en une somme ou diffé- 
rence, transformation souvent utile dans les réso- 
lutions de systèmes d'équations. 


+g 


2 
on obtient sous une forme commode les formules . 


Dans (21) remplaçonsa par s et par 
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qui transforment en produit une somme ou diffé- 
_ rence de $inus ou cosinus : 


cosp+ cosg= 2 cos Ë + £ cos ee 

D URI D eq 

COS P — COSg —— 2SINn ———— sin 
2 2 
(22) 

ee LATE Lime Bio te 
sinp+smg=2sin -——"- CORTE 
ES NT | P + q 
sinp - sing—2sin GS rs 


14. Transformation d’une somme ou dif- 
férence de deux tangentes. 
sin @ sin à sin (a Æ b) 


te atteb—— EE — — 
5 © cos «a cos b COS a Cos b 


15. Expression S — «a cos (+ «) + b cos 
(ot —- B). 
Il s’agit de la mettre sous la forme c cos (of + »). 


Nous supposerons a au plus égal à b en valeur 
absolue pour fixer ies idées. 


Nous écrivons S — a cos (ml + a) + b cos 
(ot + a+ 3 — x) ou d’après (10) : 
S = a cos (wt+a)+ b cos(Ë — x) cos (ot+ a) 
— b sin (8 — «)sin (w{ + «) 


a + b cos (B — «) 
=| Anar nn RATES) 


— sin (of + «)] b sin(B— «). 
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On peut calculer + tel que cos 9 — —., il vient: 


b 
__f[ cos p + cos (6 — a) 
a | sin (0 — «) COS (OR a) 


sin (ot Le) 
ER tee 
TE ie (OS COS(ow/+-x«) 
— sin (of + «)] b sin (5 — «). 
On peut calculer 9 tel que : 
PHP RS 
2 2 


2 cos 


‘Ote ÿ — 
de sin (2 — «) 


et l’on trouve : ; 
cos 0 
Eie no COS (ot + D sin(5 — a) 
b sin (5 — «) 
Rs ee COS 


sin 0 
qui est de la forme c cos (ot + »). 


D 
Equations trigonométriques. 
16. Equation a cos x +bsinx=c. 


Procédé à employer lorsque l'équation est entiè- 
rement numérique. 
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On pose : 
. Tr COS o — €« 
RS D — 0); 


on en déduit 7 par la formule : 


2 (COS? © + sin?) — a? + b?, 
d’où : 
R— Va? + bp? 
et l’on a ensuite o. 
L’équation devient : 


F (COS x COS © + sin æ sin ») = € 


d’où : 
c c 
COS IT — ?)= ——  ——— . 
( ?) T Va? + D? 
La valeur de cos {x — +) est admissible si 


€? << a? + b? et l’on trouve pour x — » et pour x 
deux séries d’arcs de la forme : 


x—p9—=2krte, x —= kr —Euto. 


Procédé à employer lorsque l'équation renferme 
un paramètre. 


: ; ua 
On remplace sin x et cos x en fonction de tg — 


au moyen des formules (19) et (20) et l’on tombe 
sur une équation du 2° degré que l’on discute : 


(a+ 0) 2 bte + e— a — 0. 
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17. Equation a sin? x + b sin x cos 2 
+ c cos? x = d. 


En général, cette équation n’est pas purement 
numérique, on la résout en la-rendant liomogène 
par rapport à sin x et cos æ. On l’écrit 
asin?r+bsinx cos æ-Lecosx —d(sin?x cos? x). 

On divise les deux membres par cos? x et l'on a : 

2 » ee 
(a — d)tg? x + Etre d4=0 
équation du 2° degré que l’on discute. . 


SENTE 


Triangles rectangles. 


18. Relations entre les éléments d’un 
triangle rectangle. 
COR me 

2 a cos B — à &in C 
(D = © ig Bet 
lee = D Ag CO 

Démonstration : Dans letriangle ABC rectangle 
en À, AB est la projection de BC sur AB donc 
(n° 6)ona: c — a cos B. 

Comme c — 90° — B, on a aussi ce — asin C. 

Divisant l’une par l’autre les formules (23) on 
obtient (24). 

Ces formules permettent de résoudre immédia- 
tement un triangle rectangle connaissant deux de 
ses éléments dont au moins un côté. 


(RE 


(24) 


A 
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S VII 


Triangles quelconques. 


19. Premier groupe de relations entre 
les éléments d’un triangle quelconque. 


A+B+C— 1800 
-b 


ONE 2: 


sin À sin D 22 gin C 


C 


R rayon du cercle circonserit O. 


Démonstration : Le triangle rectangle BOM 


donne (23): 
BM — BO sin BOM 


ou : 
a à 
3 — R sin A 
d’où : 
a 
—2R 
sin À 
De même pour : 
| b C 
: DES ; 
sin B sin GC 


La première formule (25) est démontrée en géo- 


métrie. 


20, Deuxième groupe de relations. Ce 
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groupe n’a aucune utilité pratique; 1l ne faut pas 
l’employer dans les résolutions de triangle. | 
a = b cos GC + c cos B 
b = a cos GC + € cos A 
ce = a cos B + à cos A 


Démonstration : BC est la projection sur BC de 
la résultante BC du contour BAC donc (n°* # et 6) 
on à : 


(26) 


a = b cos C+ c cos B. 


21. Troisième groupe de relations : 


a = b + «2 — 2 bc cos A 
(27) 4 7 = a + cc — 2 ac cos B 


c? + bp? — 2-ab cos C. 
B 
B 
Ï 
Il 
il 
À H C 
N Ê 
. | 
Fig 9 Fig.10 


Démonstration : Mener la hauteur BH; appli- 
quer le théorème relatif au carré d’un côté opposé 
à un angle aigu ou obtus, en remarquant que : 


AH = c cos À, si À << 90°; 
AH = — c cos À, si A > 909, 
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22. Si dans la résolution d’un triangle on s’est 
servi de tout le groupe (25) ou même d une seule 
des formules (27) il sera inutile dans la discussion 
d'exprimer qu'un côté est compris entre la somme 
et la différence des deux autres. 


Nous ne démontrerons pas ce fait, puisqu'il ne 
peut être invoqué que dans le problème de l’exa- 
men écrit. 


23. Premier cas de résolution. On connaît 
n,,B;:C; On a : 
a sin B a sin C 


BEA 480 (BC), 8— — cc — 


C 
STATE 


sin À 


24. Deuxième cas : on connait 4, c, À. Des 
lormules (25) on déduit : 


B+C 


2 


———— = 9()e — À 
Jp 


a b C 


sin À sin B sin CU 
b+e LENC 


Sin sin 0 sin D sin C 


tic 
043) — 

(5) PATATE DENTEENT 
2 SIN ——— cos 
2 
b— € 


FADEC B+C 
2 SIN — ç0os ———— 
2 2 


— 
— 


21 


66 QUESTIONS ET FORMULES ESSENTIELLES 


Des deux derniers rapports on tire : 
B— C b — c B + C 


D = 7 mm À 
BST De 
à C B — C : 
Connaissant à et - on déduit B, CG, et 
ensuite a. 
25. Troisième cas. —- Cas douteux. — Or 


connaît a, b, À. Grâce aux formules (25) on 8 
successivement : 


b si a sin G 
sin À CASN A TE a sin C 


sin B — : 
sin À 


Discussion : Si b sin À a, à la valeur de sin B 
correspondent un angle aigu B' et un angle obtu: 
B'"' — 180° — B'; d’où pour C les valeurs corres 
pondantes : 

C' — 180 — À — B'—B"'— A, 

C!' = 180 — A — B' = B'— A. 
Si A = 900, C'est < 0 et ne convient pas ; pour qu 
C' convienne il faut : 


B' 180 — A, d’où sin B' < sin À 


sin À 
c'est-à-dire à Fe sin À, et enfin b  a.$ 


A 90° C' est > 0 et convient ; pour que C" cor 
vienne, il faut : 
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B' > A, d’où sin B' > sin A, 


b sin À ; 
est-à-dire ER > sin À et enfin à >= a. 


En résumé : 
b <a sol. quelque soit A 
b sin AZ a < b, À < 9002 sol. 


26. Quatrième cas. On connait a, b, ç. La 
remière formule (27) donne : 


D + co — «a? 
08 À = ——— 
ee 2 bc 


ppliquant les résultats du n° 11, on a : 


À b + @ — aq? 
fn em 
Re 2 bc 
» (6 +c}— a. (b +c+a)(b+c—a) 
EN 2 bc x 2 bc 

A b? + € — a? 
D Er 
2 sin y —l D Be 


be Va dc—-éNe+b—d 
AT (0 ON 2 bc 
l’on pose a + # + c = 2 p,on en tire : 
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d'où : | 
A (p —b) (52) 
9) es=Ve 
2 p(p — à) 
27. Expression de l’aire d’un triangle. 
l 
(30) Des nes bc sin A. : 
Démonstration : Lx 
B triangle rectangle AB 
donne : 
BH = CSN 4 


Il vient : 


| 
Feu c S = — à X BH 


Fi9.11 1 
ed a bc sin A. 


28. Autre expression de l'aire d’un 
triangle : 
S= Vp(p—a)(p—6b)(p—d: 
Démonstration : On a (n° 9) : 
S 2" bé in À 2 0 so 
2 2. 9 


Pl 2 


ou en se servant des formules (28) : 


Le 2 2 A tt 2) 262 
= ve W/ bc ESS 


— VP.(p— a)(p — b)(p — 0). 


D SN ME NT ue NÉE 


TRIGONOMÉÈTRIE 


Arcs a correspondants à un sinus donné : 


a=a+2 kr (non démontrées 
a—r—4u—+2/%r dans le livre). 


étant l’un quelconque des arcs ayant le sinus 
onné : 


Arcs à correspondant à un cosinus donné : 


a = 2 kr € « (non démontrée dans le livre). 


Ares à correspondants à une tangente donnée : 
a = Kr + «(non démontrée dans le livre). 
Relations entre les lignes d'un même arc : 
cos? x +sin? x = 1. 


sin æ (Démonstration 
COS ‘au n° 1 
cos r 

sin æ 


SES RAR AIN DER 
4 AE ets ss 
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: d Tr T 
Ligne des APS 3 


Te { 
sn Te — e 
A 
CORRE -2. 
PRE 
ô Be 5. 
T V2 T V3 
sin Mai —— rs Sin FA — 2. 
T V2 LS { 
OR ESS ES: 
T FD 
rs nn | 8 = us 


formules énoncées au n° 2. 


Formules de Chasles : 
AB + BC + ... + LA — O (démonstr. au n°3). 
Valeur de la projection orthogonale d'un vec: 
leur : 
ab = AB X projection du vecteur unité (n° 5) 
‘ab — AB ><icos (NN (n° 6) 


Lormules d'addition : 


( cos (a+b)—=cos a cos b—sin « sin b (n°7 
cos (a--b)—=cos a cos b+sin a sin b 
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( sin (a+b)=sin a cos b+sin à cos a / og 
{ sin (a—b)=sin a cos b—sin b cos a Le. 


tg a +igb 
AG 1 —tgatgb 
_  ga—tg 

so — 1 +iga gb 


Formules de multiplication : 


Sin 2 4 — 2 Sin & COS 4 
cos 2 4 = COS? a — sin? «a (n° 9) 
2 te a 
- S = 
tg2a=———— 
ë 4 — 1g?a 


Expressions de sin à et cos a en fonction de 


Te 
de 
LE 
SUR QG — 
{ to? Fa 
a 
17— tg? pe 
COS 4 = — (n° 40) 
a 
F y RENE 
Formules de division : 
SALOPE + cos a 
MS mes 
a À — cos a 
SN? ——= ——— n° 11 
in > : ( ) 


RUE PEER PART on 
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Transformations de produits de cosinus ou sinu 
en sommes ou différences de sinus ou cosinus. For 
mules de transformations inverses : 


2cosacosb—cos(a+b)+cos(a— b) 

e 2sinasin b —cos(a+b) - cos(a—b) (n° 13 
2sinacosb —sin(a+b)+sin(a—b) 
2sin bcosa=sin(a+b)—sin(a—b) 


| : p+g P—g 
Cos p + cos g = 2 cos se 
: à LE pe 9 
COS p COS — ÉD 
(n° 15 
À DEN: ) — 
sin p + sin g — 2 sin Pre  - 
, » LR p + q 
Sin P Feoili (7 — « Sin DRE COS 9 


Formules dans le triangle rectangle : 


b — a cos OC = a ét 
é —.a tos B = 4m È 
bc 18 Br Cr Fou 


C b tg C — 6 cot B 


Formules dans un triangle quelconque : 


A + B + CG = 1800 


a b ê 


— 


sin À  sinB sin C 


"2 R (n° 19) 
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(a = b cos C + c cos B 


: | FRS (n° 20) 
é—"a tos B + 6 cos A 

& = b? + © — 2 bc cos A 

EP = à + € — 2 ac cos B (n° 21) 
= d + b — 2 ab cos C 


Formules établies dans le Z° cas de résolution des 
angles : 


RER HP sav) (PAC) 026 
sin = ve Fe (n ) 
LS SV TENTE 

EP p (p— à) 


Diverses expressions de l'aire d'un triangle : 
S = pr Démontrée en géométrie. 


LT 
De qe bc sin A (no 27) 


S=Vp(p—a)(p—D(p—0 (n28) 


ALGÈBRE 


SI 


Equation et trinôme du second degré. 


1. Résolution des équations. 
f(x) = az + br +<e—=oeton ere 0; 


On écrit f (x) successivement : 
b C 
[ (x) =afs+— x +<]=0, 
fa)= a (a M — 0 
a 


4a° a 4a 
bre 4 ac — 
(x) f(x) = a [Ke +=) Ter ‘È 0 
10 Si le descriminant &? — 4 ac est < 0 le cro 
chet de l'équation (+) ne peut jamais s’annuler; : 
n’y à aucune racine. 


20 Si &?— 4 ac — 0 l'équation («) devient : 


TA =a(c+)=0 
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le n’est vérifiée que pour x —— ra On con- 
a 
b 


ient de dire qu’il y a deux racines égales ——— . 
2 a 
3° Si & — 4 ac > 0. On peut extraire la racine 


arrée de 4° — 4 ac et écrire l'équation « successi- 
ement : 


b Vb? — 4 ac 
[= a (+ FRNSE a ) * 
b VE ae \ _ 
(a+ DRNDE 24 Er 
Posons : 
n_—b—Vb? — 4 ac ur DEN = Fac 
AE NET 9 a É 
| viendra : 


fa) = a (x — r)(œ — 2") = 0 
t l'on voit qu'il y a deux racines ; les nombres 
et x", qu’on réunit en un même symbole : 

— b EVE — Lac 


{ Ps 
Hi. s = 


76 
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Ce symbole pour l’équation 2? + px + q — 0, 
es : 
_ —=PEVF 49. 
. 2 
On résout l'équation bicarrée ax' + bx? + c— 0 
en posant x? — y, il vient: : 


ay® +:0y EC 0, 


d’où : 
= b HV Aa 
== a : 
ot ensuite 4 = — Vy. 


2. Relations entre les coefficients et les 
racines. 


L' + x"! te 


(2) 
en 


a 


b 
a 


On les obtient en additionnant et en multipliant 
les valeurs de x' et x"! obtenus dans le 3e du n° 1. 


3. Signes des racines de l’équation du 
2° degré. Si . << o0,inutüile de former 4? — 4 ac, 


il y a deux racines de signes contraires : 


< 
Si b — 4ac > 0 | — A > 0 deux rac. > 0 
c 
en — — <0 deux rac. <o. 
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4. Choses à retenir. — Dans un problème sur 
es racines d'une équation du 2° degré, il faut se 
servir des relations (2) et non de (1). 


Ainsi, supposons qu'on propose de trouver À de 
acon que les racines de 2°? — 6 2x + 8 À — 0 satis- 
assent à 3 — x" — 2. 


On écrira les trois relations : 


D ro D 
x + zx" = 6) 
x'x! -— 8 de 


n tirera x’ et x” des deux premières et on portera 
eurs valeurs dans la 3°. 


5. Théorème fondamental sur le signe 
lu trinôme. Le {rinome n'est de signe contraire 
u coefficient à. de son premier terme que S'Ul a 
Jeux racines dishincies et que l'on donne à x une 
aleur comprise entre les deux racines. 


10 Sib2— 4 ac > 0, le trinôme f(x) = ax? + bx + c 
eut (n° 11)s'écrire : 


RE | b ) 4 ac — P 7 
RÉRUE (a+ 2 a L 4 a? | 
e crochet est une somme de deux quantités posi- 


ives, et / (x) est toujours du signe de à. 


29 Si &? — 4 ac = 0 le trinôme (n° 1, 2°) 
écrit : 


STE TRANS LAN SRE 
SR A RATES 
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10 = ( 


il s’annule pour x =— _ et reste du signe de a, 
pour toute autre valeur de x. 
Si #2 — 4ac >> 0 le trinôme (no !, 3°) s'écrit : 
f@œ)=a(x—x) (x — 2). 


Le produit (x — x') (x — x") n'est négatif et le 
trinôme n’est de signe contraire à 9 ae pour des 
valeurs de x comprises entre x’ et x” 


SIT 


Dérivées. 


6. Dérivée d’une somme y = u + 0 — w. 
(3) y —4u + v =. 
Démonstration : Donnons à x l'accroissement Ax 


u, vd, w, y, prennent les accroissements A, Av, Re 
Ay et l’on a : 


YYNEITN 
d'où : 
Ay — Au + Av — Aw 
et : | 


DE MATHÉMATIQUES 79 


A la limite on a : 


y = u + v — w'. 


1. Dérivée de z — uv,y — uvw. 
) z—=uv + ou, y = uvw' + uwv! + vwu'. 


Démonstration: Donnons à r' l'accroissement Ax ; 
 v et z prennent les accroissements Au, Av, Az et 
)n à : | 

y +43 = (u + Au) (0 + Av) 

— UÙ + vAU + (u + Au) Av ; 


AZ — VAU (uw + Av) Av 


AZ A AY 
PU (ui ad) 
“Èe A Lea RE ) AX 
A la limite on a : 
AU — Ut HU 


Passons à y = uvw. Je le mets sous la forme de 
eux facteurs : 


y = (uv) w, 
Poù : 
= ubul Elu (au), 
’est-à-dire : 


y = uvw' + w (uv! + vu). 
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8. Généralisation. Dérivée de y — uviw..:st 


(5) y = UUW... SUD SEE ES 
+ uv'w..…. sl + vw... SE. 


Démonstration : De deux facteurs nous avon 
passé à trois facteurs ; de même d’un produit d 
trois facteurs, on passera à un produit de quatr 
facteurs, etc. 


9. Dérivée de y = u”. 
(6) ÿ = MAL OQUEe 


Démonstration : Fareu=v=w=z—...=Ss— 
au n° 8. En particulier la dérivée de y = x” es 
DR TE 

u 
10. Dérivée de y — Tree 


G un 


Démonstration : Donnons à x l’accroissemen 
ax ; u,vety prennent les accroissements A4, 4v, A4 
etl'on’a 


u + Au 
AY 
he ù —+- An 
d’où : 
u + Au u vAU — uAv 


1 ù + Av v d(v + Av) 
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Au Av 
—— — 4 — 
Ay AT A 
A v (v + Av) 
A la limite on a : 
vu! — ur! 
y — n° 


11. Dérivées de y — sin « et z — cos . 


(8) ICO UN, 
(9) 3 = — sin x X u'.. 
Démonstration : Donnons à x l'accroissement Ar, 


v, y et z prennent les accroissements Au, Av, 
, Az. et l’on a : 


y + Ay = sin (w + Au), 
z + Az — COS (uw + Au). 


D'où : 
y =Sin(u+-Au)-— sin, A3 = cos (u+Au)— cos u; 


; AU AU 
Ay = 2 sin on cos + de: 


re Au: : =) 
3=—4SIN = sin | % eee 
2 ( de 2 


sin — É 
Te — COS | Fire RÉRRE 
AZ AU 7 ne 2 Ax 
2 
SIN —— so 
A3 2 ë ( AU ) K Au 
Me ME es co SIN | Pres RTE k 
o . 


Or on sait (nous l’admettons) que : 


: sin 4 
Him. Tree à 
a 


quand a tend vers 0 ; on a done à la limite: 


V=1NKtCoOuSer. = IX x ue 
En particulier on à : - 
(sin x) = cos x, (cos x) = — sin x. 


12. Dérivées de y = tg uetz— cot w. 


4 Re 
{ 
D — _— 
(11) 4= mr SCO 


sin u 


Démonstration : Remplacer tg w par ee 
Us 


et appliquer la formule (7). De même Po ce u. 


En particulier on a: 


Je a - 
(ig x) Pl 2 2 5 (cot x) HS ae 


Cos? æ sin? æ 
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S III 


._ Signification géométrique de la dérivée. 
Variations de fonctions. 


15. Signification géométrique de la dé- 
rivée. — Soit C la courbe représentative de 
l'équation y = f (x). 

Soient M un point quelconque de coordonnées 
OP — x, PM — y et M' un point voisin de coor- 
données OP" — x EL 4x, P'M' — y + ay. 


Fiq.1 


Menons MH parallèle à ox : le triangle rectan- 
gle MHM' donne: 


I 


nee 
ig PAHRE CAS 
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d'où à la limite : 


tg MTr = y = f(x); 


La valeur de la dérivée pour le point M est égale 
à la tangente x de l'angle que forme la tangente 


en M à la courbe avec la direction positive de l'axe 


des x. 


14. Variations des fonctions d’après le … 
signe de la dérivée. — Dans le voisinage de 


M on constate que y croit avec x et que y = 


CES L L3 LU L L F * 
tg MTx est positive ; au contraire dans le voisi- 


nage de N, y décroit quand x croit et l'on cons- 


tate que y' est négative. Le signe de y! fait done 
connaître le sens de la variation de y. 


15. Exemple.Variations dey=ax?+ bx +c. 
On a : 


b 
mA À En = 2 (2402) 


Le signe de y' dépend de a; donc deux cas à. 


distinguer : «a > 0, a < 0. Supposons par exem- 
ple: a > 0, on a le tableau et les paraboles sui- 
vantes dans le tracé desquelles nous supposons : 


b 


L4 
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UIUI 

AT AE RE SE Funp era eo |A 
9 — 907 

He RG M ne né dl f 
D & 
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POourr = EborU = (a oi A ) prend 


même valeur que an 


On traiterait de façon analogue le cas a< 0. 
La conclusion est la suivante: 
Si a >> 0, il y a un minimum égal à d 
4 ac — b°? LS | 
4 a M ai | 
Si a <o,il y a un maximum égal . 
4 ac — b ne ss 
4a POUR Fi A 
D'ailleurs le trinôme étant mis (n° 1) sous Ba 
forme : 


b 2 ah 
y=a[(:+) Sr TS 4 


On voit qu'il prend la même valeur pour deux 3 


valeurs = — DE + } quelconques équidistantes Ë 
b 
RÉRRT 
. xemp e. variations D des sx LE. # ne 
On a : | 
,_ (x+b)a—(ar+b)a ab — bal 
Ye 


GR er 


4 
| 


3 y! garde un signe constant, celui de ab' — ba! d’où 


, 
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deux cas à distinguer : 


; ab! — ba > 0, ab! — ba < 0, 
. Supposons par exemple ab — ba! > 0. On a le 
tableau : 
b! 
4) — CNE TO 
1 (12 
y o + 2 5 1 Va ne 0 
a a 
y rs ne Elie DNS a mteers 
a a 


La courbe est une Ayperbole équilatère. 


Nous avons dans le tracé de la courbe sup- 
posé : 
É I 


a b 
Fn 0 US reeo 
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Pour + = Æ « , on voit que y mis sous la forme 
, q 


b # 

de 7 a | | 

— prend la valeur — | | 

(42 4 

‘ a’ - ie 1 
On traiterait de façon analogue le cas ab'—ba'<o. 
Si ab" — ba" — 0, y' est constamment nulle, 


y ne croit n1 décroit : y garde la valeur constante 
a 


——— 
} 


(4 


On observera que la fraction du premier degrè 
n'a ni Mmarimum ni MINIMUM . 


& IV 


Vitesse et accélération dans un mou- 
vement rectiligne. Mouvement uni- 
formément varié. 


17. Vitesse dans le mouvementxz=#f{{). | 


dc 


(13) Der RS 


Soient : | 
2 — OM = j (6), x + ax = OM A PAS 


les abscisses de deux positions voisines du mobile 
sur l’axe orienté X’X. 4 2e 
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La vitesse à l'instant / est par définition le vec- 


#teur MT porté dans le sens du mouvement ayant 


pour longueur MT — lim. 


Le be Aa 


longueur MM' 


- . SA Va- 
At 


. leur algébrique v est o — + MT ou © = — MT 
_ selon que la longueur MT est dans le sens positif 


OX ou dans le sens négatif OX". 


Fig 4 


Dans la 1'e figure, Ax est > 0 on a: 
| { [4 À =. AT L 
longueur MM'=+ 1x, MT = lim. HET A 

() = + MT=—= Te 
Dans la 2e figure, Ar est << 0, on a : 
a à : AZ 
longueur MM'——A4%,MT=lim.— Hres x" 
0—=—MT=—(—2,)=x, 


Donc dans les deux cas on a : 
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18. Accélération « dans un mouvement 


rectiligne. i ee 


À ee 


dv d?x - 
(14) = =, — fr (800 + : 


Soit un mobile M se déplaçant sur l’axe orienté 4 


XX, et soit MT — f' (é) sa vitesse à l’époque /; por 
tons sur un axe orienté parallèle X°,X, un vecteur 


OM, équipollent à MT. 


4 


‘3 
+ 


dr O M; Ti À à 


Fe 


2 

ca 

À 

Par défini nulion, rca MG du poîtii M à : 
l'instant t'est un vecteur équipollent à la vitesse . è 


MT, du Por à l'instant. “ 4 


1e 


Donc (n° 17) la valeur algébrique w de Faccuees : 
ration MG est : ‘ 


19. Mouvement ro accéléré ou : 
retardé. Da 


Définition. — Un mouvement rectiligne est dit : 


1 
3 
4 
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accéléré pue v croit en valeur absolue, c'est-à- 
dire lorsque v? croit et par suile lorsque la dérivée 
2 vw de v? est positive. 

Il est dit retardé dans le cas contraire. 


20. Définition etéquation du mouvement 
rectiligne uniformément varié. 


On dit qu'un mouvement rectiligne est uniformé- 
ment varié lorsque son accélération est une cons- 


Lane 7. 


La dérivée de 7£ + v, où v, est une constante, 


‘étant on en conclut : 


DE JéE v; 


» c’est la vitesse du mouvement considéré à l’épo- 
> que é. 


" ? I 
D'autre part la dérivée de a JP + vi + x où 


- x, est une constante, étant y + v, il s’en déduit 


- que la loi des espaces d’un mouvement rectiligne 


. uniformément varié d'accélération > est : 


1 
Le rh + VE + Tr. 


21. Déplacement d’un mobile animé d’un 
mouvement rectiligne uniformément va- 


_ rié. 


Re, 7 Ÿ VAL MST, 


Il s'agit d'étudier les variations du trinôme 
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1 
D 9. y LOUER 


La dérivée est : | 
! Do 
Li UE YU 
7 
On sait (n° 15) qu'il faut distinguer deux cas : 
7 > 0, 7< 0. En supposant 7 > o on a le tableau: 
Do 4 
ds . 
ro = + æ | 
2 Cote) ; 
" “ D 7 Co 0 + à 
27 
minimum 
2v7 ee L 
DEA) M, M’ M x 


Fig.6 


Le mobile vient sur sa trajectoire X'X d'un mou- 


vement retardé depuis l'infini à droite j De à une 


position M, telle que OM, — 2 puis. # 


as 
retourné à l'infini à droite d'un mouvement accé- 
léré. 

On sait (n° 15) qu'un trinôme af + bt 2. C 
prend la même valeur pour deux valeurs de # 


ne 


quiest 101 = — 


équidistantes de {= — - ; 
24 à g 


Ein 
w 


| 


% 
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Donc le mobile met le même temps pour aller de 
M'en M,, que pour revenir de M, en M'; de même 
il met le même temps pour aller de M en M, que 
pour revenir de M, en M : on en conclut que le 
mobile met le même temps sur un trajet quelcon- 
que MM à l’aller et au retour. 

De plus, si on calcule v pour une position du mo- 
bile, c’est-à-dire en fonction de l’abscisse x, ce 
qu'on fait en tirant : 

D — % 
M dev = Ut 
7 | 
et en portant cette valeur de { dans le trinôme, on 
obtient : 
| (D — vo}? Vo (0 — Vo) 


Fe CR PR ET 2 Lo, 
2 7 fl 


D — 07, — 2 y (TX — T5) = 0 


. équation en © qui donne les valeurs de v aux deux 
. passages du mobile en M. Ces valeurs de »v : 


RÉ TIS Lagar A PRIAE 
v = + Vu, +27y(x — x) 


sont égales en valeur absolue. 


‘a art 
Te 


deux racines : 


az? + bx + c 


| DE MATHÉMATIQUES 05 
_ Relations entre les coefficients et les racines : 
Âz Ge — —— ; 
3 u 
“#00 0 2 
‘ T'x!! re 
=: : 1 T 


oh 
_ Formules de dérivées : 


= uto uw, y—=u +0 —w (n° 6) 


s ÿ = Uv, y = vu’ + uv (CD) 


y — vw... st, Y — UV .… sl uv st 


+ … +uvuw.….. st(n° 8): 


ou” y = Mur x U | 
_ À y Ne 


D'HUe ! — max"! 


u vu —uv! 
ne UE (n° 10) 


v? 


= cos UuXU' 


REV AS 
D A EN (no 11) 
y! =—Sinu x w 


y =— sin Æ 


1 
Fee : te (n° 12 


Q 

© 

7 
RASLSTS 


e véekce ' æ et 


4 
y == 


cos? x 


PAT PE, OUT , L À 
RAM Per | NEA 
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Variations du trinôme du 2° deg 


Si 4 > 0, minimum égal à- 


b * 
Pn gas. 
Si &a < 0, maximum ‘égal à - 
ii y 


Vitesse et. accélération dans 
rectiligne x = { (4) : : 


UL== Fe 
10 = V'} = VAR. 


é 


” ac 
4 


GÉOMÉTRIE COTÉE ET DESCRIPTIVE 


SI 


Un seul plan de projections. 


1. Rabattement sur un plan horizontal. 
— Soit à rabattre le plan P sur le plan hori- 
zontal. 


Projetons À en «a sur 
I et abaissons aB per- 
pendiculaire sur la char- 
nière CD ; BA sera (/h des 
+ perpendiculaires) per- 
pendiculaire à CD ; donc 
après le rabattement, A 
viendra en A' tel que 
A'B sou égale à l'hypoté- 
nuse du triangle rectan- 
gle AaB dont le côté AB est égal à la différence des 
cotes de À et de la charniére. 


Pie 1 


2. Angle de deux droites 4; b, et 4; C3. — 
On rabat le plan ABC autour de l'horizontale BC ; 
7 
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le point A se rabat en A’ sur la perpendiculaire «a 
à la charnière ; à la distance «A! égale (n° 1) à 
l’hypoténuse du triangle rectangle aa!' où aa! =5 


— 3 = 92. L'angle cherché est 4Âe. 


3. Distance OM d’un point 0, à une 
droite a, b2. — La méthode consiste à rabattre 
le plan OAB autour de l'horizontale OB, à tracer . ; 
la perpendiculaire OM dans le rabattement et à la 
relever. Le point 4, se rabat en A'sur la perpen- … 
diculaire &x à la charnière, à la distance &A! égale 
à l’hypoténuse du triangle rectangle saa! où 
aa" = —2— 2. La droite AB est rabattue suivant 
A'b; la longueur de la distance cherchée est la. 
perpendiculaire OM' à A'4. Enfin j'obtiens sa pro- 
jection om en abaissant M'z perpendiculaire à la 
charnière. : 


4. Distance OM d’un point 0, à un plan P à 
défini par son échelle de pente @& b,.—Les 
horizontales AC, BD du plan P sont perpendicu- 


DE MATHÉMATIQUES 99 


laires à OM et à la verticale de MI, donc elles sont 
perpendiculaires au plan vertical passant par OM 
et par suite à la projection om de OM; en d’autres 
termes om est parallèle à ab. OM est perpendicu- 
laire, à la droite CD du plan P située avec elle dans 


Lg 4 


le même plan vertical. Je rabats ce plan vertical 
autour de son horizontale xy de cote 2. Le point d, 
se rabat en d'"'tel que dd" — 4 — 2 = 2; CD et o se 
rabattent suivant cd" et 0. La distance cherchée a 
pour longueur la perpendiculaire om" à cd! ; en 
_abaissant #"m perpendiculaire à æxy; j'ai sa pro- 
jection om et la cote 2 + #m" du point M. 


». Angle de deux plans P et Q définis par 
leurs échelles de pente a 4, et c do. - - A 
l'aide des horizontales 0 et 2, on marque l'intersec- 
tion 77, 2 des deux plans. 

La projection in est (n° 4) perpendiculaire à à la 
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trace pq du plan d’un rectiligne plq quelconque. 
La droite w[ est perpendiculaire à MN et située - 
dans un même plan vertical avec elle; si donc on 
rabat ce plan vertical autour de sa trace horizon- : 


tale xy, N se rabattra en sur la perpendiculaire 
nn! à xy à la distance ne égale à 1 cote de N; 
MN sera rabattue en mn" et ol en oi! perpendicu-. 
laire à mn. On obtient l'angle cherché suivant 


pl q en portant ol! — oi; car on forme un trian- 
gle pl'g égal au triangle plg de l'espace dont on 
connaît la longueur «1! de la hauteur oI. es 


SI ee 
Deux plans de projections. 


6. Angle de deux droites ab, a'b! et ac, a!c'. : 
— Même principe qu’au n° 2. On rabat le plan. 
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- ABC autour de l'horizontale BC ; le rabat A se 
» rabaten A'au moyen du triangle rectangle zaa" tel 


101 


que aa! soit égal à la différence des cotes sa! entre 


A et la charnière BC. L’angle cherché est bATe. 


: 


7. Distance d’un 


point 00' à une droite 


ab, a'b'. 


Même principe qu'au 


n° 3. On rabat le plan OAB 
autour de l’horizontale 
OB ; le point A se rabat en 
A'au moyen du triangle 


rectangle «aa! — ca": AB 


gt. à De ie dé Conti ei D 
Ê PRE 


i 


ra 74 


_ est rabattue suivant 0A, 
- e6 la distance cherchée 


suivant la perpendiculai- 


re OM à # A". En abaissant 


D 


AE: 
2 
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PQ. — Même principe qu’au n° #4. On sait de 
que la projection om est dd à de 
horizontale «P du plan PaQ”. | 


depiaco ee suivant 0m Dr É 
cd". On obtient les projections » et m' de À 
abaissant mm OM sur cd et : Tr 
lant m en m'. * 
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9. Angle de deux plans quelconques 
Ro PaR'et OS. 


Même principe qu'au n° 5. L’intersection des 
deux plans est #1n, m'n!; sa projection #n est 
(n° 4), ete., etc. (textuellement comme au n° 5). 


S III 


Questions de moindre importance. 


10. Pente d'une droite. — C’est le rapport de 
la différence des cotes de deux points de la droite 
à la distance des projections horizontales des mêmes 
points. 
C'est aussi la tangente de l'angle de la droite avec 
le plan horizontal. 


LÉ 


11. /ntervalle d'une droite. — Crest l'in rs 
la pente. | 


12. Droites concourantes. — Si les e 
point M de AB et du point N de CD son 


Fig 40 


(cotée) ou si o eto'sontsur une même La 
pel ‘descriptive), AB et CD se couee | 


cotes nt . le même sens (cote. 
12 Les conditions sont nécessaires. 


pt Es dd 
ET 

< 

D 
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égaux, puisqu elles font le même angle avec le plan 
horizontal (n° 10). 
Enfin, AB et CD forment un plan dont les hori- 


. zontales AC et BD sont parallèles entre elles, d’où 
._ il suit que les cotes de AB 


x et CD croissent dans le même 


sens. 


2 La condition est suffi- 
sante. Nous supposons 


AD = C0; 


Fig.11 


_ que ab et cd sont parallèles 


et que les cotes croissent 


. dans le même sens. Menons CE parallèle à AD 


Te Re AO U - 
5 Sanee ‘ St * ni ï 
CAL | 


AB et CE satisfont aux conditions du ‘théorème, 
donc la parallèle CE à AB coïncide avec CD. 


b° 


Fig 12 


Les conditions néces- 


1%. Droites parallèles. 


ainsi que ab" et c'd' (Descriptive). 
Même raisonnement qu'au (no 13). ; Fe 


15. Echelle de pente d'un plan. — C'est. | ; 
de plus grande pente graduée en cotes rondes: 


tre . e 
40 La condition est nécessaire. Sont 
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+ VIe 


- deux droites parallèles, lesquelles sont des lignes de 
# plus grande pente. 

- 2° La condition est suffisante. Si les lignes de 
. plus grande pente AE et CF sont parallèles, les 
. horizontales AB et CD sont parallèles et les deux 
… plans sont parallèles (Géométrie, n° 40). 


17. Mener par un point oo! un plan parallèle à 
Pa). — Marquer dans P«()' une droite ab, a'b'; 


P F1g.14 


lui mener par 00 une parallèle cd, c'd' par les 
traces de laquelle on mène R et S' parallèles à P 


Bet 0’. 


18. La condition nécessaire et suffisante pour 

qu'un angle BAC ayant un côté AB parallèle au 

» plan de projection se projette suivant un angle 
. droit est qu'il soit un angle droit. 

10 La condition est nécessaire. Supposons bac 

_ droit. La droite ab étant perpendiculaire à ac et Aa 


est perpendiculaire à au plan ACac ; sa à pa al 
l’est aussi, donc BAC — 900. ns 


20. Section plane d'un poluèdre. — FE 
polygone d’intersection sont des interse 
plan sécant avec des its du pps 


la trace a de SA sur 7. 
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L'ombre portée par une droite AB est la portion 
e droite ab comprise entre les ombres a etb portées 
A et B 


à Etant donné un polyèdre parmi les ombres que 
. portent ses arêtes sur un plan, quelques-unes for- 
- ment un contour polygonal à l’intérieur duquel 
. sont contenues les autres ; ce contour s'appelle le 
contour de l'ombre portée par le polyèdre. 
La recherche d’une ombre portée revient donc à 
- des intersections de droites avec un plan. 


. 22. Droites et plans perpendiculaires. — Les 
_ conditions pour qu'une droite AB et un plan P«Q 
soient perpendiculaires sont que ab soit perpendi- 
culaire à «P et a'b' à «Q' (Descriptive). 

1° La condition est nécessaire. Si AB est perpen- 
diculaire à Pa()'; l'angle droit que forme AB avec «P 
se projette horizontalement (n°17) suivant un angle 
droit. Même raisonnement pour la projection verti- 
cale. 


PRVONLET |. En ON PS D AS * 


_ 20 La condition est suffisante, ab étant perpen- 
À | AIRES à l'horizontale «P ; AB l’est aussi (n° 17); 
de même AB est Dérpendichlaire à 40)”, done (Géo- 
_ métrie n° 41) AB est perpendiculaire au plan. 


de 23. Droites et plans perpendiculaires. — Les con- 
» ditions nécessaires et suffisantes pour qu une droite 
- ab et un plan P défini par son échelle de pente 
. cd: Soient rectangulaires est que ab et cd soient 


contraires. De plus l'intervalle de AB est a 

AB _aËE 
, l'intervalle de CD ou AE ee 

EAB donne : 

aB a 

aA GA? 
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20 Les conditions sont suffisantes. Supposons 
‘que AB et la ligne de plus grande pente CD du 
“plan P remplissent les conditions de l'énoncé ; 
 menons AI perpendiculaire à P. D’après la pre- 
- mière partie du théorème AT remplira les mêmes 
conditions que AB par rapport à CD; donc AB 
- coïncide avec la perpendiculaire AL. 


4 24. Changement de plan vertical pour un point 
00. — Soit L, T, la nouvelle hgne de terre. Mener 


; 
? 


ne 0‘ 
4 l 
ge. l 
j I 
et I 
ñ dk. (2) qi 
É VAE L 
d I 


Fig.17 


où perpendiculaire à L, T, porter 1 0" — wo! et 0” 
sera la nouvelle projection verticale du point 00’. 


25. Changement de plan vertical pour une droite. 
— Faire le changement pour deux points de la 
LL 


FORMULES 


QUESTIONS ET. 


7 


Éd 00: Changement de plan vertical nr 7. 


* | 
We PaQ'. — Faire le changement pour le 
Bo’, est la nouvelle trace verticale R', 
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